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EulerおよびRiemannのゼータ値の
　　　　　　　　計算法について
中　川　弘　一＊
星薬科大学　物理学研究室＋
　　　　　　　　　　　　　　　概　要
　現在知られている，EulerおよびRiemannゼータ関数の整数点における
代表的な値の計算法を紹介する。
1．序論
　Euler1）は絶対収束する正項級数の和
　　　　　ζ（・）－1＋さ＋誌＋…一蕊・σ＞1　（1）
に関する研究の中で，σが整数の場合の値
　　　　　　　　　　　1　　1　　1　　　　　　　π2
　　　　　　　　　1＋夢＋至＋亙＋’”一ζ（2）＝τ・
　　　　　　　　　　　1　　1　　1　　　　　　　π4
　　　　　　　　　1＋ヌ＋事＋万＋…一ζ（4）一苑・
　　　　　　　　　　　1　　1　　1　　　　　　　π6　　　　　　　　　1＋茅＋蚕＋不＋”“一ζ（6）二砺・　　（2）
　　　　　　　　　　　1　　1　　1　　　　　　　　π8
　　　　　　　　　1－｛－iΣ百＋予「→一邪「＋’”＝ζ（8）＝ζ緬；
　　　　　　　　　etc…
を求めた。σが1より大きい偶数の場合には，後述するBernoulli数B。を
＊e－mail：nakagawa＠hoshLac　jp
†http：〃www．phys．hoshi．acjp
∵て
　　　　ζ（2m）一（－1ア蒜二1π2m・踊・m－1・2・，…　（・）
と表されることが知られている3）。（3）式の結果は数学的に美しく，他の分
野への応用にも広く用いられているが，σが1より大きい一般の値につい
ては現在も知られていないものが多く，研究の対象になっている。
　一方，Eulerは次のような“発散する無限級数の和”の値を求める方法も
発見した：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　‘‘1十1十1十1十1十…”＝一一；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　‘‘1十2十3十4十5十一・”＝一一；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
　　　　　　　　　‘‘1十22十32－F42十52十…　”＝0；　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　可＋23＋33＋43＋53＋…・「七・
　　　　　　　　　etc・・、
これらの結果は，Eulerが生きていた時代（1700年代）にはまだ解析学が現
在ほど整備されていなかったため，非常に奇異なものに見えたようである。
しかし，Eulerは発散する量にも何か意味づけをしたかったために，この
ような方法を見つけたようである。現在では，（4）式の結果はRiemannに
よって複素数に拡張されたゼータ関数の解析接続法によりその妥当性が認
められている。
　本稿の目的は，（3）および（4）の値が現在までに複素関数論の中でどのよ
うに導かれたかを紹介することである。第2節ではEulerのゼータ関数（1）
を複素関数に拡張し，解析接続を実行する。第3節においてはRiemannの
ゼータ関数の無限積表示と素数の関係について説明する。第4節でRiemann
のゼータ関数の値（4）を具体的に計算する方法を紹介し，さらに，第5節
では（3）の導出法を紹介する。
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2．EulerからRiemannへ
　（1）を複素数の範囲に拡張する。まず，この場合のζ（5）の収束性は次の
通りである4）。
定理1．ぷ＝σ＋川σ，τ∈R）とするとき
　　　　　　　　　　　　ζぴ）一記
はo＞1で収束する。
証明．
　　　　　　1　　　1　　　　　1　　　　　1　　　1
　　　　　　η∫　k∫ln引　1θσln〃θi’1n〃1θσlnηησ’
κをσ≧え＞1を満たす実数とすると
　　　　　　　　　　　　l　　　　　　l　　1　　　　　　　　　　　　　＝＿≦＿　　　　　　　　　　　声　　　　 　　ησ一ηk
となる・このとき・ 書±は収束するので・－aS…判定法4’よ
り羅は・≧・＞1で蜘束する・　　　□
　次にζ（∋の積分表示を導く5）。
定理2．Re（∫）＞1において
　　　　　　　　　ζω一訂゜°差’1み・　　（・）
証明．ガンマ関数Fの積分表示
　　　　　　　・（・）一∬〆－1醐・・（・）・・　　（・）
で，積分変数をτ＝脳と置換すると
　　　　　　　　　ピー砲元゜°ブい吻
　16
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　となる。このとき，ηは正の整数o≦x＜τである。この式の両辺のΣ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃＝1をとると
　　　　　　ζ¢）一蔀一砲ズ゜°亡1星醐・・
等比級数の和の公式
　　　　　x工’艦11二÷、筆÷、
により，（5）が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
　（5）の右辺の積分を
　　　　　　　　　　・（・）一ズ゜°ノー2∫（臓R・（・）＞1・　（・）
　　　　　　　　　　姻一＝－1＋書∫（；｝°）♂　　（・）
と表す。
定理3．部分積分の方法による解析接続を実行すると，g（x）は5＝2一
η；（η＝1，2，…）に1位の極をもち，その極における留数は
　　　　　　　　　　㎞（　　　　　　　∫（詞）（02一η）＝　　　　　　　（η一1）！）　　（・）
で与えられる。
証明．g（∫）はRe（∫）＞1で正則なので，その領域で部分積分すると
　　　　　・ぴ）一［昌味）］1－☆∬酬）ぬ
このとき
　　　　　　　　　　　」駆一1鋼一煙芸1－・・
　　　　　　　　　　　醗一1∫（・）一畑去一・
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より
9（・）一一吉∬ピー1ア（鋤一一吉91（・）・
このときg1（ぷ）はRe（∫）＞0で正則である。実際5＝1でのg（5）の留数は
　　R・・（1）一（・－1）・（・）L1－一∬触一一［醐一1
となる。つぎに91（のをRe（∫）＞0で部分積分すると
　　　　　　　91（・）一［ギア（・）］1－1元゜°ぽ（・）4・・
　　　　　　　・（・）一昌；。ズ゜°噺ψ一昌；、9・（・）・
このときg2（ぷ）はσ〉－1で正則である。実際∫＝0でのg（ぷ）の留数は
R・・（・）一誕）L－・一讐2ズ゜°ピ〆（・）鴇
　　　一一∬ア（・）ぬ一一［∫’（・）］；一一；・
これをη回くり返すと
　　　　　　　・（・）一（＿1）、（、惑，＋。一、）協（・）・
　　　　　　　九（・）一∬ノ　2アω（肋　　　（1・）
　g“（5）はRe（5）＞1－〃で正則。実際∫＝2一ηでのg（∫）の留数は
　　　　Res（2一η）＝（3十η一2）g（5）｝ぷ＝2＿η
　　　　　　　　　一（1－。）（、一㌫）…（．1）‘°°蜘・・
　　　　　　　　　一（＿1）（。一；（。一，）…1［酬・）］1
　　　　　　　　　　∫（η　1）（0）
　　　　　　　　　　（η一1）！’
口
　18
定理4 品は・＋1，一・一勲をもつ・
証明．まず，Napier数θの定義より
　　　　　　　　　〆二虹（1＋1）∴
ここで，一〆＝ηとおく。これをガンマ関数の積分表示に用い
　　　　　r（・）≡無E（・）一洩∬〆－1（1－1）”〃
とする。また，積分変数をτ＝砿と置換すると
　　　　　万（・）一ガ／’ノー1（1一ザ4・一ガ8（鋼1）・
B（∫，η十1）の積分表示を部分積分していくと
　　　　　鋼＋1）一［：（1一司1＋款’ず（1一汁1ぬ
　　　　　　　　　　れ　　　 ＝－8（∫十1，η）
　　　　　　　　　　ぷ　　　　　　　　　一謬・（・＋・，－1）
　　　　　　　　　一、（　η（η一1）…　2・1　　　　　　　　　　　　　　　β（ぷ＋η，15＋1）…（3＋卜1））
　　　　　　　　　一，（。＋1）．鵬＋卜1）‘’押・・
　　　　　　　　　　　　　　　η！
　　　　　　　　　　∫（5十1）…（5十η一1）（∫十η）’
したがって
　　　　　　　・ω一1繊亘（1＋；）一】・　　　（11）
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ここで，ηを次の形に変形する：
　　　　一告告…㌣…ii一亘（1＋；）・
したがって，r（∫）は次の形に表される：
　　　　　　　・ω一1亘（1＋；）∫（1＋；）一’・　（12）
（12）はEulerの公式とよばれる。さらに
　　　　　　　　品一・洩ゾ㎞亘（1＋；）・
ここで，Euler数γの定義
　　　　　　　　γ一叫1÷・・÷1・・）
より
　　　　　酢㎞一・Φト」癒）一迦弦・
したがって
　　　砲一洞（1＋；）ゼ1・（W…s・・assの撒表示）（13）
　　　　　1これより・雨は5＝°・－1一2・’”1こ零点をもつことがわかる・□
　定理3よりg（∫）は∫＝1，0，－1，－2，…に1位の極をもとことがわか
り・定理・より砲は⇒＋・戸・・に零点をもつ・とがわかる・し
たがって・ζ（・）一 鵠・は一ぴ一1，一㍗・で1醜と轍打ち消
しあって，5＝1での1位の極だけが残る。具体的には，（10）と（11）より
　　　　　　　　　ζ（・）一一吉慨舗・
　20
定理5．Re（め＞1に対し
　　　　　　　　ζ（・）一』認（芸1…　　（14）
ここで，z＝x＋’y（x，y∈IR），積分路Cは下図である。
Cl
C3
x
証明．積分路Cを上図の通りに分ける。
五（芸1・・一ム（芸；1・・＋ム（；誓’・・＋ム（芸1…
それぞれの積分は次のように計算される：
　●C1上での積分においてz＝x＋ごyでy→＋0とすると
　　　　　　　ム（；≧；’・・ゴピ芸1㌦
　●C2上での積分において
　　　　　　ム（；≡；’・・一・ズゾ1鑑：：隔゜・・
　　　　　　　　　　　　イ鵬1（：i励・・凶・・
・C3上での積分においてz＝x＋砂でy→－0とすると
　　　　　　ム（芸1・・どゴビ芸1㌦
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したがって
五（芸’∂・一ズゾ芸1㌦＋ズ゜°芸≒’㌦
　　　　　　一（・（s－1）π‘一・＋1）π‘）r（・）ζ（・）一・・…［（・－1）・］・（・）ζ（の・
公式F（∫）r（1－5）＝．π　とsin［（5－1）π1＝－sin∫πより
　　　　　　　　　Slnsπ
　　　　　　　　　　（－z）∫－1　　 　　　　　　　　－2π己　　　　　　　　 z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（5）　　　 4z＝　　　　　　　　　　　　　　　　r（1一ぷ）6z－1
となり（14）が成り立つ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□
3．無限積表示
　まず，Euler積の収束性について次のことが言える4）。
定理6．すべての素数を小さいほうから順にρ1＝2，ρ2＝3，…と名づけ
ていくとき，無限積
　　　　　　　　　　　　　亘1÷
は，Re（の＝σ＞1のとき，収束する。この無限積はEuler積とよばれる。
証明．
　　　　　　1三一一ヨゾー1＋ガ＋ピ＋…・
　　　叫一Σρr〃∫とおくと
　　〃＝1
　　　　　　　　　　亘1一詰一亘（1十叫）・　　　　（15）
さらに
圃一 書バ≦Σ1バ1一シ〔1．；呼一1－≠1・
　22
このとき，σ＞1なので
　　　　　　　　　　　　2　　　1　　　　　　　　　　　－〉　　　　　．　　　　　　　　　　　ρゴσ　ρゴσ一1
したがって
　　　　　　　　　　　茎㈲・・量晶・
ここ鴇☆は鳥一ζ（・）の部分和であり淀理1より・＞1でζ（・）
　　　　　　　　　は収束するので，Σ同は収束する。したがって，無限積（15）が収束する
　　　　　　　ごニ　ことが示せた。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
　次に，ζ（∫）をEuler積で表す4）。このとき，素数は無限個存在することを
仮定する。
定理7．Re（ぷ）＞1のとき
　　　　　　　　　　ζ（・）一亘1．1〆　　　（16）
証明．まず
ζぴ）（却書（仁；書一星誌一蹄
ここで，η12は奇数。
　つぎに
ζω（←；（1－；）景一ヨ誌一誌＋誌
　　　　　　　　　　　　一嘉・
ここで，m3は2と3を因数にもたない整数。
　一般に
　　　　ζω（1訓ト÷…（1☆）一嘉・
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ここで，〃1卵は素数2，3，…，クNを因数にもたない整数。具体的に書くと
　　　　　　　　　恩戚一1＋，吉＋…’
素数が無限個存在すると仮定すると
　　　　　　　　　　　顯嘉一1
なので
　　　　　　　　　ζぴ）鯨（1－±）－1・
したがって
　　　　ζω＝聴）＝亘1≒＝菖1÷
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
4　ζ（一〃2）の値とBemoulli数
∫（・）一＝の・…・展開の展開係数として・・…ll・数を蟻し・そ
れを用いてζ（ぷ）の特殊値を計算する。
補題L　領域Dから1点αを除いた領域をD’とし，∫（z）はD’で正則な
関数とするとき，αが∫（z）の除去可能な特異点であるための必要十分条件
は極限
　　　　　　　　　　　lim∫（z）＝わ∈c
　　　　　　　　　　　z→α
が存在することである。また，点αが上の条件をみたすとき，ア（z）＝bと
定義しなおすと，ア（z）はz＝αで正則になる。
　24
∫（・）÷1の場合・∫（・）は・・kl…で正則である・（∫（・）や∫（…）
の値は定義されていない。）しかし
　　　　　　　　　　　　　　　z　　　．　1　　　　　　　畑∫（z）＝畑。，＿1＝畑云＝1
なので，z＝0は除去可能な特異点で，∫（0）＝1と定義しなおすと，∫（z）は
圓く2πで正則。したがって，∫（z）はz＝0のまわりで
　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　∫（z）－1＋Σb。♂
　　　　　　　　　　　　　　　η＝1
と展開できる。この展開係数んを用いて次の数を定義する：
　　　　　　　　Bo＝1，　Bn＝η！bη　（η≧1）．
この｛、B“｝η≧oをBernoulh数という。このBernoulli数を使うと，∫（z）の
z＝0のまわりでの展開は
　　　　　　　　　∫（・）－4三1一酔　　　（17）
と書ける。また，Bernoulli数は∫（z）の微分係数を用いて
　　　　　　　　　疏一i畑誓）（・≧・）　　　　（18）
と書ける。しかし，実際にB。の具体的な値を求めるときには公式（18）は
不便なので，B。についての漸化式を求めてみることにする。
定理8．Bernoulli数B，，（η≧1）について次の漸化式が成り立つ：
　　　　・・－1，疏一÷ト竃閨・・ピ≧1）・　（19）
証明．θzをTaylor展開すると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　〆一恩5・
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したがって
　　　　　　　晶一≒1一星芸一星（　z”η十1），・
（17）とかけ合わせると
　　　　　　　∫ω砲一（亙㌣）（ゑ（志，）
　　　　　　　　　　　　一主（齢ピー；＋1），）♂－L
Bo＝1なので
　　　　　　　　　　　ゑ警（　1η十1－x），一・
両辺に⑭・をかけると・ピ’）一、，（（η＋1）！η一X十1），より
　　　　　　　　　　疏一一念竃C；1）・・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
系1．Bemoulli数はすべて有理数である。
説明．定理8の漸化式（19）をみると，Bo＝1から始まり，整数の加減乗
除で生成されるので，すべて有理数であることがわかる。
Bernoulli数の具体例
βo＝1；
B1－一
；（；）・・一一；・
・・一一
；8C）ト；（G）・・＋G）・1）一；・
β・一一
嬉（；）ト1（G）B・＋C）・1＋C）・・）一・・
－iゑ（；）トi（G）・・＋C）・1＋（；）・・＋（：）B・）一一吉・
　26
定理9．ηが3以上の奇数のときB．＝0。
証明．Bemoulli数の定義（17）より
　　　　　　　　　　∫（・）＋言一1＋酔・　　（・・）
一方
　　　　　　　　　　　∫（・）＋i－∫（一・）－i・
なので（20）のzの奇数べきの項の係数はすべて
　　　　　　　　　　　82m＋1＝0　（m≧1）
となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
定理・より∫（・）一＝の肱yl・・展開は
　　　　　　　∫（・）一〆…1－1÷Σ1（；笥，・2m　　（21）
となる。
　ζ（∫）の値の具体例を挙げてみよう。（13）に∫＝一η；η＝0，1，2，…を代
入すると
　　　　　　　　　ζ（一・）一一F（1；’）Z（芸1・・
　　　　　　　　　　　　一一（一2；〃！Zピ・－2ア（・）…
（21）を代入し
ζ（＋一（書！元｛声÷諭押｝此・
zニ0での留数をとる。
　1．η＝0の場合
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　ζ（0）－2・iR・・（0）一了　　　　（22）
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11．η＝丑（κ＝1，2，…）の場合
ζ（一・・）一劉声一亨1耀，～　→｝此・
　　2（〃1一だ一1）＝－1をみたす次数の項がz＝0での留数として残るが，
　　一・＋；となり，mが轍である・と｝・反するので，・れをみたす
　　次数の項は存在しない。したがって
　　　　　　　　　　ζ（－21ヒ）＝0　　（夫＝1，2，…　）．　　　　　　　　　　　　　　　（23）
　　これらは，自明な零点とよばれる。
III．η＝2X－1＠＝1，2，…）の場合
ζ（1－・・）一一（2蒜、1）IZ｛き1一学鵠，（－1｝此・
　　2〃2一丑一1＝－1をみたす次数の項がz＝0での留数として残る。つ
　　まり，〃2＝パえ＝1，2，…）の項
　　　　　　　　ζ（1－・・）一一（・・－1）・蒜一一芸・　（24）
したがって（22）～（24）より（4）が得られる。また，（23）の他に存在する零点
は非自明な零点とよばれ・「非自明な零点はすべてR・（・）一；の上に存在す
る」というRiemannによる予想はいまだ証明されていない6）。
5．ζ（2〃1）の値
　ζ（2m）の値を求めてみよう。まず，　cotの部分分数分解を考える：
　　　　　　　　　・…÷星。・二・、・・　　（・・）
証明は4）を参照。
　28
定理10．
　　　　　ζ（2m）一（一’）m蒜二1B2mπ・・（－1，・，…）・　（・6）
証明．（25）式より
・・…－1＋
Σ。・三・、・－1－・誉1裟誌一1－・星ζ裟）・…
cotxのLaurent展開
　　　　　　　　　・…÷81（一’1；蒜B2m・2－’　（27）
のズ2mの係数を比較すると
　　　　　　　　　　　（－1）η122”εB2η2　　　　2ζ（2〃2）
　　　　　　　　　　　　　（2m）！　　　　　　　π2m
となり，（26）を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
　ζ（2〃1）（m＝1，2，…）の具体例として（2）が得られる。
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